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R6sum6--La convection thermique d'un fluide ~i nombre de Rayleigh nul induite par une source de chaleur 
interne dans un cylindre confin6 est 6tudi6e num6riquement. L'analyse du transfert de chaleur et de la 
stabilit6 du r6gime conductif entre deux plans permet de pr6voir l'apparition de la convection. Le nombre 
de Rayleigh modifi6 critique d6termin6 num6riquement pour un grand rapport d'aspect est en bon accord 
avec l'6tude analytique lin6aire de la couche infinie. La perturbation introduite par une petite inclinaison 
du cylindre pour l'etude num6rique de l'instabilit6 conduit aux m6mes r6sultats qu'une perturbation de la 
vitesse impos6e dans le cas lin6aire. La stabilisation due au confinement se manifeste fortement pour les 

rapports d'aspect inf6rieurs/t 0,5. Copyright © 1996 Elsevier Science Ltd. 

1. INTRODUCTION 

Dans l'61ectrode de: sole d 'un four fi courant  continu, 
l 'acier liquide est soumis ~ u n  brassage 61ectro- 
magn6tique dans les zones off la densit6 de courant 
n'est pas uniforme. Les courants 61ectriques et le 
champ magn&ique qu'ils cr~ent font apparaffre des 
efforts volumiques (forces de Laplace) dont  le 
rotationnel n'est pas nul et qui donc vont  ~tre le mo- 
teur du brassage. Dans la partie centrale du puits 
cylindrique, la densit6 de courant  est uniforme car les 
parois sont isolantes. De ce fait il n 'y a pas de brassage 
61ectromagn&ique I1 n 'y aurait pas non plus de 
mouvement  convectif  thermique puisque les parois 
sont adiabatiques et que la temp6rature sup6rieure est 
plus grande que la temp6rature inf6rieure. Cependant 
le liquide est le si6ge de dissipation par effet Joule. La 
source de chaleur volumique j2/a (off j e s t  la densit6 
de courant  et tr la conductivit6 61ectrique) est rela- 
t ivement importante car le courant  total qui traverse 
la section de diamq~tre D de l 'ordre de quelque 10 cm 
est d 'environ quelques dizaines de milliers d 'Amp~re. 
En r6gime purement conductif  le profil de temp6rature 

est parabolique et l 'on atteindrait des temp6ratures de 
plusiers milliers de degr6s: ce qui n'est 6videmment 
pas le cas pour les fours actuellement en fonction- 
nement. On d6finit ici un probl~me heuristique dans 
une configuration simplif6e. 

L'6tude propos6e concerne le probl6me des insta- 
bilit6s convectives h nombre de Rayleigh nul voire 
n6gatif et avec source de chaleur interne. Ce probl~me 
a 6t6 abord6 par les g6ophysiciens pour 6tudier la 
convection naturelle dans le manteau terrestre dans le 
cas d 'une couche horizontale entre 2 plans parall61es 
avec une source interne uniforme et la m6thode semi- 
analytique utilis6e est bas6e sur la th6orie lin6aire et 
faiblement non lin6aire des instabilit6s convectives [1-3]. 

Nous  abordons ici le cas de la cavit6 cylindrique 
par un calcul direct de l '6coulement utilisant un code 
axisym6trique laminaire [4]. Apr6s une validation sur 
le cas de la couche horizontale relativement aux r6sul- 
tats obtenus dans les refs. [1, 7, 10], le code est utilis~ 
pour la configuration cylindrique. Cependant,  il a 6t6 
d6montr6 dans la th6se, ref. [12] que pour les faibles 
rapports d'aspect, comme dans le cas sans source 
interne, le mode non axisym6trique d 'ordre n = 1 6tait 

1535 



1536 K.F.  WU et al. 

NOMENCLATURE 

A rapport d'aspect T 
C chaleur massique To 
D diam~tre 
g acc616ration de la pesanteur T~ 
9 module de g Tm 
H hauteur du cylindre 6T 
j densit~ de courant V 
k conductivit6 thermique V0 
n normale ~ la paroi 
Nu nombre de Nusselt Vm 
NUb,s nombre de Nusselt bas z 
NUhaut hombre de Nusselt haut Zm 
Ns param~tre adimensionnel de chaleur : 

sHZ/223T 
P pression Symboles 
P0 pression ~ l'6quilibre en r6gime fl 

conductif e 
Pr nombre de Prandtl 
r coordonn~e radiale ~bh 
R rayon 
Ra nombre de Rayleigh ~bb 
Ram nombre de Rayleigh modifi6 
Ramc nombre de Rayleigh modifi6 critique 2 
Rem nombre de Reynolds maximum /~ 
s source de chaleur d6finie par (j2/a)/pC v 
t temps p 
td temps caract6ristique de diffusion Px 
te temps d'&ablissement du r6gime tr 

stationnaire 
t. temps d'~tablissement adimensionel A 

du r6gime stationaire to2/H 2 V 

temp6rature 
temp6rature ~ l'6quilibre en r6gime 
conductif 
temp6rature du haut 
temp6rature maximale 
6cart de temp6rature 
champ des vitesses 
champs des vitesses ~t l'6quilibre en 
r6gime conductif 
vitesse maximale 
coordonn6e axiale 
coordonn6e axiale ofl la temp6rature 
est maximale. 

grecs 
coefficient de dilatation volumique 
param6tre adimensionnel de 
bifurcation : Ram/Ramc-  1 
flux de chaleur partant vers le 
haut 
flux de chaleur partant vers le 
bas 
coefficient de diffusion thermique 
viscosit6 dynamique 
viscosit6 cin6matique 
masse volumique 
masse volumique h la temp6rature T~ 
conductivit6 61ectrique 
tenseur des contraintes visqueuses 
laplacien 
gradient. 

le plus instable. Dans ces cas 1~ les r6sultats 
num6riques ne sont pr6sent6s qu'~ titre indicatif. 

2. POSITION DU PROBL#ME 

On consid6re une cavit6 cylindrique d'axe vertical 
de hauteur H, de rayon R, limit6e par des parois 
rigides lat6rales athermanes et deux plans rigides iso- 
thermes $ T] + ~ T en z = 0 et T~ en z = H (voir Fig. 
1). Dans le cas r6el de l'61ectrode de sole, 3 Test n6gatif. 
La source de chaleur constante estj2/~r. On note 

f l  lo 
s - ( 1 )  

pC 

off pes t  la masse volumique de l'acier liquide et C la 
chaleur massique. En premi6re approximation, on 
peut utiliser l '6quation iinearis6e de la chaleur : 

OT 
~- +V"  VT = 2AT+s  (2) 

off T est la temp6rature, V l a  vitesse du liquide, 2 le 
coefficient de diffusion thermique et A le laplacien. 

L'6quation du mouvement est l '6quation de Navier-  
Stokes utilis6e dans le cadre de l 'approximation de 
Boussinesq : 

g; 
o~T 

m = 0 
br 

V=O 

z 

T i ¢ V=O 

T 
H 

T~ + ~ T  V=O 

r 

Fig. 1. Sch6ma du syst6me physique. 
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/ov v p, ~ -  + ( -VlVj 

= - V P + p , g ( 1 - f l ( r - r o ) + # V V  (3) 

avec 

V.V = 0 (4) 

off # est la viscosit~ dynamique, P est la pression, f l le  
coefficient de dilal:ation volumique, Pl la masse vol- 
umique ~ temp6rature Tj. I1 est clair qu 'en r~gime 
conductif  pur, on obtient comme solution de base : 

Vo = 0 (5) 
S 

S 2 ~ H 2 - - b T  
T o ( z ) = - - ~ z  + H z + T , + b T  (6) 

fo Po(z) -- e , - - p , g  [1 - - f l (T0(z ) -  T~)]dz. (7) 

C'est la stabilit6 de cette solution de base que nous 
voulons &udier. 

3. PROPRII~']'I~ DU RI=GIME CONDUCTIF 
En r6gime 6tabli permanent,  il est int6ressant de 

pr6ciser rapidement de quelle maniSre se fait le trans- 
fert de chaleur. Si k est la conductivit6 thermique, en 
prenant comme convention de compter positivement 
les flux sortant du cylindre, le flux de chaleur partant 
vers le haut est : 

(8) 

Le flux partant vers le bas est : 

Dans une ~lectrode de sole aT  est n6gatif ( g -  100 
K). Ainsi : 

~b b > 0 (lO) 

2216TI 
~bh>0 s i s > - -  (11) 

H a 

2215TI 
~bh<0 s i s < - -  (12) 

H 2 

on a toujours @h < ~bb. 
On peut sch6matiser le transfert de la chaleur de la 

mani6re de la Fig. 2. Le cas s = (221 fiT I)/H 2 donne la 
condit ion (sH2)/(221 fiT I) = 1 ou Ns = 1 en posant : 

sH 2 
Ns - 2215TI " (13) 

Ns est un paramStre adimensionnel qui jouera  un r61e 
aussi important  que le hombre de Rayleigh dans le 
problSme de stabilit6. Lorsque Ns est grand, le 
maximum de temp6rature est atteint au centre 
(z = 11/2) avec Tm -~ 7"1 +sH2/82. Dans le cas r6el : on 
a s --- 0,2 K s -~, 2 ~6.10 -6 m 2 s -~, pour  H --- 1 m, 
fiT = - 100K, TI - 1923 K, Ns ~ 160, on obtiendrait  
en conduction pure des temp6ratures de l 'ordre de 
6000 K. Par ailleurs, en revenant au probl6me indu- 
striel, on n'atteindrait  jamais le r6gime permanent 
puisque le temps caract6ristique de diffusion 
td ~- Hz/). ~ 45 h, alors que le four travaille avec des 
cycles de fusion beaucoup plus courts. 

f l 

,T, - 18 TI T , -  15TI  

T ~  50% 

150% 
T ,  - 18 T I  

s<< 1 s =0(1) s>> 1 
Le transfert se fait du La chaleur crEAe par les La chaleur crE6e par les 
haut vers le bas sources internes est 6vacu6e sources internes est 

par le haut et par le bas 6vacu6e ~t pratiquement 50% 
par le haut et 50% par le bas 

Fig. 2. Sch6rna du transfert de chaleur en r6gime conductif. 
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Fig. 3. Nombre de Rayleigh modifi6 critique en fonction de 
Ns. 

4. STABILITI~ DU RI~GIME CONDUCTIF 

Lorsque Ns est grand, le nombre de Rayleigh 
Ra = (gflH36 T)/(v2) (off vest la viscosit6 cin6matique) 
n'est plus un  param6tre significatif de transition. On 
d6finit alors le nombre de Rayleigh modifi6 : 

g f l ( n - z m ) 3 ( T m -  T1) 
Ram = v2 (14) 

( 2  m est la coordonn6e axiale off la temp6rature est 
maximale 6gale ~ Tm) 

gflsH 5 
soit avec Ns >> 1. Ram - (15) 

64v22 

Ce nombre a d6j~ 6t6 dbfini en ref. [1, 3] dans le cadre 
d 'une 6rude lin6aire et faiblement non  lin6aire de la 
transition pour le cas d 'une  couche plane infinie. Dans 
cette configuration, pour des conditions aux surfaces 
z = 0 et z = H de type rigide-rigide (V = 0) pour Ns 

grand (de l 'ordre de 100), la transition appara~t pour  
Ram = Ramc _~ 581 (en conformit6 avec l'6tude 
lin6aire). Pour des Ns plus petits, il faut distinguer les 
cas oO 6 T  est positif ou n6gatif (voir Fig. 3). 

Remarque:  en fonctionnement normal,  l'61ectrode 
de sole se trouve dans des conditions off Ram = 
8, 5.101° >> Ramc. Bien que le confinement entre les 
parois a un effet stabilisant, si on se r6f6re ~ l'6tude de 
refs. [5-6] en cavit6 cylindrique sans source, il semble 
clair que nous nous trouvons loin de la premi6re tran- 
sition, off le mode axism6trique n'est plus ca- 
ract6ristique et que la transition vers la turbulence a 
d6j~t 6t6 effectu6e. Ici, nous n 'abordons  pas ce 
probl6me, nous nous int6ressons uniquement  ~i la pre- 
mi6re transition. L'6tude de la stabilit6 de l'6quilibre 
avec source en configuration cylindrique est trait6e 
par une simulation directe. Dans  notre cas, cette 
approche est int6ressante dans la mesure off les m6tho- 
des analytiques sont difficiles ~i mettre en oeuvre. Par 
ailleurs, les simulations directes donnent  de bons 
r6sultats notamment  pour  le probl6me voisin de Ray- 
leigh B6nard entre plans parall61es. L'6tude est limit6e 
aux modes axism6triques qui ne sont pas forc6ment 

les moins stables, mais qui permettent d 'avoir une 
estimation par exc6s du Rayleigh critique pour Ns 
donn6. En effet dans la ref. [5] et la ref. [6] pour le cas 
sans source, le mode axisym6trique n'est pas le plus 
instable, mais les seuils de stabilit6 pour les autres 
modes sont relativement proches. 

5. ETUDE NUMI~RIQUE 

5. l. Principe de la m~thode de d~tection du seuil de 

dbclenchement de l'instabilitk 

Un code de calcul d6velopp6 sur les bases de la 
m6thode des volumes finis [4] a 6te6 mis en oeuvre 
pour r6soudre le syst6me d'6quations aux d6riv6es par- 
tielles coupl6es (2), (3), (4). C'est un  code de calcul 
laminaire traitant des probl6mes bidimensionnels 
pour des g6om6tries droites ou axisym6triques. Tous 
les calculs ont 6t6 effectu6s avec un  fluide dont  les 
propri6t6s thermophysiques sont report6es dans le 
Tableau 1. Les tailles des maillages, ainsi que les pas 
de temps employ6s pour les diff6rents rapports d'as- 
pect sont report6s dans le Tableau 2. Une 6tude de 
sensibilit6 sur la taille du maillage ainsi que sur le 
pas de temps a 6t6 men6e de fa~on ~ s'assurer de 
l ' ind6pendance de nos r6sultats vis ~ vis de ces deux 
param6tres. 

Pour &udier le seuil de d6clenchement de l ' in- 
stabilit6, les r6sultats pr6sent6s dans la litt6rature [7- 
9] sont obtenus en partant  de la solution de base 
comme solution initiale et en perturbant  le champ des 
vitesses ou de temp6rature de cette solution. Dans la 
pr6sente 6tude, la solution de base est prise 6galement 
comme solution initiale et on incline la cavit6 d 'un  
angle tr6s faible (de l 'ordre de 10 -4  rad) par rapport  
~t la verticale. Ceci constitue un  essai r6alisable phy- 
siquement et non pas un essai purement  num6rique 
o~ la perturbation par exemple naR de la m6thode de 
p6nalisation utilis6e. Dans le cas stable, l '6coulement 
va converger vers la solution de la cavit6 faiblement 
inclin6e. Dans le cas instable, la vitesse va augmenter 
et le r6gime qui s'6tablit est caract6ristique de la con- 
vection pour la cavit6 horizontale (en inclinaison 
nulle). Lorsqu 'on se trouve 16g6rement au-dessous des 
conditions critiques, il est difficile de d6tecter l 'in- 
stabilit6 si on est dans le cas d 'une bifurcation surcri- 
tique, car l 'intensit6 de l '6coulement stable tend vers 
z6ro lorsqu'on se rapproche de la condit ion critique. 
C'est pourquoi il est n6cessaire d'6tablir un crit6re 
pr6cis de d6clenchement de l'instabilit6. Sur la Fig. 4 
le nombre de Reynolds maximum (Rein = VmH/v of  a 

Vm est la vitesse maximale), ainsi que les nombres de 
Nusselt haut  et bas obtenus pour  le r6gime 6tabli sont 
repr6sent6s en fonction du nombre de Rayleigh mo- 
difi6. Les r6sultats correspondent & une cellule ayant  
un  rapport  d'aspect 6gal ~ 1. La Fig. 5 repr6sente le 
temps d'6tablissement du r6gime permanent  en fonc- 
tion du nombre de Rayleigh modifi6. Sur la Fig. 4 on 
peut remarquer qu'& partir d 'un  nombre de Rayleigh 
modifi6 de 613, le nombre de Reynolds maximum 
augmente. Le point correspondant au nombre de Ray- 
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Tableau 1. Les valeurs des grandeurs physiques utilisres dans le calcul numrrique 

1539 

Nomenclature Symbole Unit6 Valeur 

Chaleur raassique C J kg- 1 K -  l 7 1 5  
Conductivit6 thermique k W m-1 K - ]  30 
Coefficient de diffusion thermique 2 m 2 s-1 5.9 X 1 0  - 6  

Viscosit6 cinrmatique v m 2 s-~ 5.9 x 10 7 
Coefficient de dilatation volumique fl K -~ -8.853 x 10 5 
Masse volumique p kg m -3 0.706 x 104 
Module de l'accrlrration de la pesanteur g m s -2 9.8 
Hauteur H m 0.01 
Tempgral:ure en haut T~ °C 1650 

Tableau 2. Nombre de Rayleigh modifi6 critique et maillage utilis6 pour diff6rents rapports 
d'aspectt 

Maillage nombre de mailles sur le 
rayon x nombre de mailles sur la Nombre de Rayleigh 

Rapport d'aspect mauteur modifi6 critique 
A Pas de temps = 0,1 R a m c  

0,2 10 x 20 20 148,70 
0,25 10 x 18 9787,74 
0,35 12 × 18 5616,92 
0,5 10 x 20 1510,09 
0,6 10 x 16 1053,03 
0,75 10 x 15 768,87 
1,0 10 x 10 613,03 
1,5 15 x 10 604,14 
2,0 20 x 10 584,38 
2,5 25 x 10 564,68 
3,0 25 x 10 554,29 

I" Pas de temps = 0,1 pour tousle cas. 

leigh modifi6 de 613 correspond fi un nombre  de Rey- 
nolds maximum deux fois plus grand que celui qui 
correspond ~t la solution de base en rrgime inclinr. De 
m~me, toujours sur la Fig. 4 on remarque qu'~t partir  
d 'un  nombre  de Rayleigh modifi6 de 613 le nombre  
de Nusselt  haut  devient suprrieur au nombre  de Nus- 
selt bas, autrement  dit, le flux de chaleur 6vacu6 vers 
le haut  est plus grand que celui 6vacu6 vers le bas. 
Dans  le cas du rrgime permanent  en conduct ion pure, 
les nombres  de Nusselt  haut  et bas sont 6gaux fi 1. 
Cette variation des nombres  de Nusselt,  ainsi que celle 
du nombre  de Reynolds maximum sont  donc bien 

1 . 0 0 5  1 4  

. O - R e i n  

~ N u ~ s o R  b ~  1 2  
~ N u ~ O R  h a ~  

1 . 0 0 2 5  1 0  

8 

6 

4 
0 . @ 9 7 5  

2 

0 . 9 9 5  . . . .  i . . . .  L ~ , i . . . .  0 
6 0 0  6CI5 6 1 0  6 1 5  6 2 0  

R a m  

Fig. 4. Nombre de Reynolds maximum et nombre de Nusselt 
en fonction du nombre de Rayleigh modifi6 pour le rapport 

d'a:~pect A = 1. N s  ---} oo. 

caract6ristiques du drclenchement  de l 'instabilitr. Par  
ailleurs, on constate sur la Fig. 5 que le temps d'6- 
tablissement du rrgime permanent  to devient maximum 

1 0 0 0 0 0  

11:1000 

. . . .  . . . . . . . . . . .  • . , . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . .  o w =  la ~ t , m  ~ l i ne  . . . . .  

. . . .  • . 

. . . .  i- 

: : : : : : : : : : : : : : : :  1 0 0 0  

. . . .  " . . . . . . . . . . . . . . . . .  • . . . . .  1 0 0  
A 

= 1000 

I0 

100 - 

:::::::::::::::::::::::::::::::: I 

0 500 1000 1500 2 0 0 0  2 5 0 0  3000 

Ram 

Fig. 5, Temps d'rtablissement du rrgime stationnaire sous 
forme dimensionnelle et adimensionnelle en fonction du 
nombre de Rayleigh modifi6 pour le rapport d'aspect A = 1. 

Ns ---> cx). 
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Tableau 3. Les valeurs des nombres de : NUbas, NUhaut , Rein, 
t, (s) en fonction de Ram pour les points se situant de part 

et d'autre du Ram de 613. A = 1 

Ram NUbas NUlaam Rem to (s) 

611,41 1 1 0,474 5290 
612,71 1 1 0,705 10 750 
613,03 1 1 0,857 31 980 
613,36 0,9996 1,0004 11,17 16 200 
616,60 0,9995 1,0005 12,55 3400 

pour  une valeur  du n o m b r e  de Rayleigh modifi6 de 
613. Une  telle 6volution du  temps d '6tabl issement  s'ex- 
plique pa r  le fait que le mode  margina l  est s tat ionaire  
et donc  6volue tr6s lentement  au  voisinage de la t ran-  
sition. Le Tableau  3 regroupe les valeurs des nombres  
de : NUbas, NUhaut, Rem, to en fonct ion de Ram pour  les 
points  se s i tuant  de par t  et d ' au t re  du  Ram 6gal fi 613. 
Les deux valeurs de Ram se s i tuant  de par t  et d ' au t re  
de 613 permet ten t  de d6finir un  intervalle dans  lequel 
se t rouve le nombre  de Rayleigh modifi6 cri t ique 
Ramc. La diff6rence entre  les nombres  de NUhaut et de 
Nub,s une fois le Ramc d6pass6, ainsi que l 'aug- 
men ta t ion  du Rem permet ten t  de situer 6galement un  
poin t  pa r  r appor t  au n o m b r e  de Rayleigh modifi6 
critique. Le Ramc est ainsi d6termin6 par  approxi-  
ma t ion  successive en affinant l ' intervalle et en adop-  
tan t  le point  milieu de l ' intervalle comme valeur du  
Ramc. La proc6dure est arr~t6e quand  la largeur de 
l ' intervalle devient  inf6rieure de 0,23 % de la valeur du 
Ramc estim6. 

5.2. Validation de la mdthode : application au problkme 
de Rayleigh-BOnard entre deux plans parallOles sans et 
avec source de chaleur 

Les valeurs du  n o m b r e  de Rayleigh cri t ique dans  le 
cas de deux plans parall~les sans et avec source de 
chaleur  ont  pu  6tre d&ermin6es par  des 6tudes ana-  
lytiques de stabilit6 dans  le cas de deux plans infinis 
[1] et par  des 6tudes num6riques  ou semi-analyt iques 
dans  le cas de g6om6tries de d imension finie [7, 10]. 

Les valuers du  n o m b r e  de Rayleigh crit ique trou- 
v6es dans  la l i t t6rature et d6termin6es pa r  notre  
m6thode  sont  report6es dans  le Tableau  4 pour  le cas 
du  probl6me sans source de chaleur et dans  le Tableau 
5 pour  le cas du probl6me avec source de chaleur.  Des 
compara isons  ont  6t6 faites pour  diff6rents rappor t s  
d 'aspect  ( la rgeur /hauteur  de la cavit6). Dans  le cas 
d ' un  rappor t  d 'aspect  infini, les calculs on t  6t6 men6s 
en p renan t  une cavit6 de largeur 6gale ~ la longueur  
d ' onde  d6termin6e par  l 'analyse lin6aire [11] et en 
consid6rant  dans  ce c a s q u e  les parois  verticales sont  
des fronti6res libres (V" n = 0 et n A ~" n = 0 oO n e s t  
la normale  ~i la paroi  et ~ le tenseur des contra in tes  
visqueuses). Les r6sultats report6s dans  les Tableaux 
4 et 5 mon t r en t  que nos r6sultats s 'accordent  bien avec 
ceux de la litt6rature. 

5.3. Influence du rapport d'aspect et topologie de l'~- 
coulement en rbgime permanent 

Le n o m b r e  de Reynolds  m a x i m u m  et le n o m b r e  de 
Nussel t  en fonct ion du n o m b r e  de Rayleigh modifi6 
pour  diff6rents rappor t s  d 'aspect  sont  repr6sent6s sur 

Tableau 4. Nombre de Rayleigh critique pour diff6rents rapports d'aspect de la cavit& Validation du code : application au 
probl~me de Rayleigh-B6nard entre deux plans sans source de chaleur:~ 

Ref. [10] 
3-D 

profondeur 
Ref. [71 

num6rique hauteur Pr6sente 6tude Pas de temps 
Rapport d'aspect Ref. [1] diff6rences = 12 num6rique = 1,0 
largeur/hauteur semi-analytique finis semi-analytique volumes finis tmaillage 

ov 1708 1669 20 × 10 
1 2460 2435 2467 10 x 10 
2 1840 1967 1968 20 x 10 
3 1855 1794 30 × I0 

t Maillage : nombre de mailles sur la largeur x nombre de mailles sur la hauteur. 
:~ Pas de temps = 1,0 pour les cas. 

Tableau 5. Source de chaleur critique pour Ra = 176,936, 6T = 0.71°C ~ 0°C. Vali- 
dation du code : application au probl~me de Rayleigh-B6nard entre deux plans avec 

source de chaleur 

Pr6sente 6tude pas de temps 
Ra --- 176,936 Ref. [1] num6rique = 1,0 
6T = 0,71°C - 0°C semi-analytique volumes finis i'maillage 

Ns critique 100 96 20 x 10 

t Maillage :nombre de mailles sur la largeur x nombre de mailles sur la hauteur. 
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Fig. 6. Nombre de Reynolds maximum en fonction du nom- 
bre de Rayleigh modifi6 pour diff6rents rapports d'aspect. 
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Fig. 7. Nombre de Nusselt en fonction du nombre de Ray- 
leigh modifi6 pour diff6rents rapports d'aspect. Ns ---} ~ .  

les Figs. 6 et 7. Le hombre de Rayleigh modifi6 critique 
est ind6pendant du hombre de Prandtl  (Pr = v/2) ; les 
branches bifurqu6es et les nombres de Nusselt sont 
calcul6s pour Pr ---- 0,1. La Fig. 7 montre clairement 
que le flux de chaleur 6vacu6 vers le haut  est plus 
grand que celui 6vacu6 vers le bas. 

Nous avons trac6 sur la Fig. 8 le nombre de Ray- 
leigh modifi6 critique Rarnc en fonction du rapport  
d'aspect A = R / H  Pour les grands rapports d'aspect, 
la courbe converge vers l 'asymptote horizontale 
Rarnc "~ 580. L'6tade analytique du cas non  confin6 
montre que la condit ion de transition est Ramc = 583, 
ce qui est en bon  accord avec le r6sultat num6rique. 
Comme l 'on pourrait  s'y attendre, on constate que le 
confinement est s~Labilisant. Cette propri6t6 se man- 
ifeste fortement pour les rapports d'aspect inf6rieurs 
ft. 0,5. Le cas de l'6ctrode de sole correspond ~t faibles 
valeurs du rapport  d'aspect. La valeur du nombre de 
Ram correspondant au point de fonctionnement de 
l'61ectrode de sole est de l 'ordre de 8,5 × 101°, pour 
un rapport  d'aspect de 0,2. Cette valeur du Ram est 
largement sup6rieure au Ram critique qui est 6gal ft. 
20 148,7 pour  ce rapport  d'aspect. 

La topologie des 6coulements axisym6triques en 
r6gime stationnaire 16g6rement audessus du nombre 
de Rayleigh modifi6 critique (e = R a m / R a m c - -  I ~< 0,1) 
est montr6e sur la Fig. 9. Les 6coulements sont ascen- 

25000 

20000 

15000 

10000 

5000 

. (  

0 0.5 1 1.5 

, , ¢ , - ,  , , - 9 , - ,  , ~ 

2 2.5 3 

A 

Fig. 8. Nombre de Rayleigh modifi6 critique en fonction du 
rapport d'aspect A = R/H. 

dants sur l'axe o4 l'intensit6 de la vitesse est la plus 
forte. 

6. CONCLUSION 

L'analyse de la stabilit6 du r6gime conductif  entre 
deux plans avec source de chaleur pr6dit l'existence 
d 'une  convection naturelle dans l'61ectrode de sole 
d 'un  four fi courant  continu. Une 6tude num6rique 
utilisant la m6thode des volumes finis pour la con- 
vection thermique du fluide ~i nombre de Rayleigh nul 
dans un  cylindre avec source interne de chaleur a 6t6 
effectu6e. L' introduction de la perturbation par une 
tr6s faible inclinaison de la cavit6 pour l '6tude 
num6rique de l'instabilit6 est valid6e en comparant  les 
r6sultats de l 'analyse lin6aire traditionnelle laquelle 
consiste fi imposer une perturbation de la vitesse ini- 
tiale. Deux param6tres : le Ns  caract6risant a source 
et le nombre de Rayleigh modifi6 Ram d6terminent le 
seuil du d6clenchement de la convection. Lorsque Ns 
est petit, il faut distinguer les cas off le nombre de 
Rayleigh est n6gatif ou positif. Plusieurs crit6res per- 
mettent de localiser la valeur critique du nombre de 
Rayleigh modifi6 qui est le seul param6tre permettant 
la d6termination du seuil de l'instabilit6 thermique 
lorsque le nombre de Rayleigh est nul ou Ns infini. I1 y 
a un  bon accord entre les r6sultats de l 'analyse lin6aire 
dans le cas non  confin6 et les r6sultats num6riques 
dans le cas d 'un  grand rapport  d'aspect. Dans  le cas 
du cylindre confin6, les r6sultats montrent  l'effet sta- 
bilisant des parois lat6rals qui devient notable pour 
des rapports d'aspect inf6rieurs fi 0,5. 
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Fig. 9. Topologie des 6coulements axisymrtriques en r~gime stationnaire 16grrement au-dessus du nombre 
de Rayleigh modifi6 critique pour diffrrents rapports d'aspect. Ns --* oe. A = 2,5 et 3, on a 3 cellules 
verticales. A = 1,5 et 2, 2 cellules verticales. A = 1, 1 cellule verticale. A < 0,5, 1 cellule radiale. A = 2,5, 

= 0,0161, Rein = 13,50. A = 0,35, e = 0.0039, Rein = 14,67. 
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THERMAL INSTABILITY IN A CIRCULAR CYLINDER WITH INTERNAL HEAT 
GENERATION 

Abstract--The thermal convection of a fluid with a Rayleigh number of zero, induced by internal heat 
generation in a bounded cylinder, is studied numerically. The appearance of the convection can be forecast 
by the analysis of the heat transfer and the stability of the conductive regime between two plates. The 
numerically determined critical modified Rayleigh number for a large aspect ratio is in good agreement 
with the linear stability analysis of the infinite fluid layer. The perturbation introduced by a small inclination 
of the cylinder for the numerical instability study leads to the same results as that of an imposed perturbation 
velocity in the linear case. The stabilisation due to the confinement appears strongly for an aspect ratio of 

less than 0.5. Copyright © 1996 Elsevier Science Ltd. 


